Calculus renforcé TD 1 PCm+

TD 1 - L’ENSEMBLE DES NOMBRES REELS

Solutions des exercices éditées par Mattia Garatti

I - Théorie des ensembles et logique

Exercice 1 (x). Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier votre réponse.
.3z eR|22-1=0.
2. 3z eR|22—-1=0.
3.3z eR|22+1=0.

Solution. On observe que 12 — 1 =0et (—1)2 -1 =0.

1. Lassertion « 3z € R | 22 — 1 = 0 > est vraie : en effet, x = 1 est une solution réelle de
I’équation donnée.

2. L’assertion « 3oz € R | 22 — 1 = 0 > est fausse : en effet, 'équation donnée a deux solutions
réelles qui sont —1, 1.

3. L’assertion « 3z € R | 2241 = 0 > est fausse : en effet, ’équation donnée n’a aucune solution
réelle.

Exercice 2. On consideére les ensembles A = {1,2,3}, B =1{1,2,3,4,5}, C = {2,4} et D =N.
Pour chacune des assertions suivantes, déterminer si elle est vraie ou fausse et justifier votre

réponse.

1. Ve € A,z € B (%). 8. dJzeB|Vye AVzeC,y+ 2z < 2x.
2. dzeB|lze A (). 9. 3z € B|Vye B,z <y (%).

3. dx € Alx ¢ B (). 10. 3z € D |Vye€ D,z <.

4. dz e Blx ¢ A (%). 11. 3z € D |VYy e D,x >y (%).

5. VeeC,Aye Bz <y (). 12.VeeD,Ayc Az =y.

6. Vee C\Vy € B,x <uy. 13. 3z e D,3ye A|lxz=uy.

7. dzeC|Vye Ay <z 14. 3z e D |Vye A,z =y.

Solution. On considere les ensembles A = {1,2,3}, B =1{1,2,3,4,5}, C ={2,4} et D =N.

1. L’assertion <« Vax € A,z € B > est vraie : en effet A C B.

2. L’assertion <« 3z € B | x € A > est vraie : en effet, elle est vérifiée, par exemple, pour = = 1.
En général, elle est vérifiée par tous les éléments de A.

3. L’assertion < dax € A | © ¢ B > est fausse : en effet, elle est la négation de la 1, que nous
rappelons étre A C B.

4. Lassertion < dx € B |z ¢ A > est vraie : en effet, elle est vérifiée, par exemple, pour x = 4
ouz = 5.

5. L’assertion <« Vax € C,3y € B | x <y > est vraie : en effet, pour z = 2 on peut prendre y = 3
et pour x = 4 on peut prendre y = 5.

6. L’assertion <« Vo € C,Vy € B,z < y > est fausse : en effet, on peut prendre xt =2 et y = 1
et constater que z < y n’est pas vérifiée.

7. L’assertion <« dJx € C' |Vy € A,y < x > est vraie : en effet, on peut prendre z = 4.

8. L’assertion « 3z € B |Vy € A,Vz € C,y + z < 2z > est vraie : en effet,

Vye AVze(C:y4+2<34+4=7<8=2x4,

donc on peut prendre x = 4.
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9. L’assertion <« 3x € B |Vy € B,x <y > est vraie : en effet, on peut prendre x = 5, qui est le
maximum de B.

10. L’assertion < 3z € D |Vy € D,z < y > est vraie : en effet, on peut prendre z = 0, qui est
le minimum de D.

11. L’assertion <« 3z € D |Vy € D,x > y > est fausse : en effet, supposons par ’absurde qu’elle
soit vraie et considérons y = z +1 € D. Mais, y = ¢+ 1 > z, ce qui contredit I’hypothese
absurde.

12. L’assertion <« Vo € D,y € A | x = y > est fausse : en effet, si on prend x = 4, on ne peut
trouver aucun y € A tel que z = y.

13. L’assertion <« 3z € D, 3y € A| x =y > est vraie : en effet, A C D, donc tous les éléments
de A peuvent étre choisis comme z et y au méme temps.

14. L’assertion <« 3z € D |Vy € A,x = y > est fausse : en effet, si par 'absurde elle était vraie,
on aurait 1 =2 = 3, ce qui est faux.

Exercice 3 (x). On considére I’assertion suivante :
dJzeR|VyeRxz+y>0.
1. Donner la négation de cette assertion.

2. L’assertion de I’énoncé est-elle vraie ou fausse 7

Solution.
1. On peut procéder étape par étape, en utilisant la Proposition 1.2 des notes du cours. En effet,

EIxGR|Vy€R,x+y>O<:>(VmER,VyER,x+y>O)
@(VmER,EIyER|a:+y>O)
& VeeRIJyeR|z+y<0).

2. L’assertion « 32 € R | Vy € R,z 4+ 3y > 0 > est fausse : en effet, si par Pabsurde elle était
vraie, on aurait un tel © € R et en choisissant y = —1 — x, on trouverait z + (—x —1) = —1 < 0,
ce qui contredit I’hypothése absurde.

Exercice 4 (x). Compléter les assertions suivantes avec =, <= ou < et justifier votre réponse.
1.VzeR,z>>9 ... 2> 3.

2.VeeRz=1...2°-1=0.

3. VeeRx>2 ... 2>3.

4. Soit f une fonction de R dans R, f croissante ... f est strictement croissante.

5. VeeRx=2... 22 -4 +4=0.
Solution.
1. On doit compléter I'assertion « Vo € R,22 > 9 ... £ > 3 > avec <« : en effet, pour tout
x € R,

:c229<:>(:z§—3\/x23)<:x23.

2. On doit compléter 'assertion « Vo € R,z =1 ... 22 —1 =0 > avec = : en effet, pour tout
xR,

r=1=>(x=-1Ve=1)oz2-1=0.

3. On doit compléter I'assertion « Vz € R,x > 2 ... £ > 3 » avec < : en effet, 3 > 2.
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4. Soit f une fonction de R dans R. On doit compléter I’assertion < f croissante ... f est
strictement croissante > avec < : en effet, toutes les fonctions strictement croissantes sont
croissantes, mais il y a des fonctions, par exemple les fonctions constantes, qui sont croissantes
mais pas strictement.

5. On doit compléter I'assertion « Vo € R,z =2 ... 22 — 4z +4 =0 > avec < : en effet, étant
donné x € R, le développement du carré du binéme nous fournit (z — 2)? = 22 — 4z + 4.

Exercice 5. Soit f une fonction de R dans R.
1. Ecrire a laide de quantificateurs que f est positive.
2. Ecrire la négation de cette assertion.
3. Quelles sont les fonctions f qui vérifient : Vo € R, ((f(x) <0)V (f(z) >0))?
4. Quelles sont les fonctions f qui vérifient : (Va € R, f(z) <0)V (Vx € R, f(z) >0)7?

Solution. Soit f une fonction de R dans R.
1. L’assertion < f est positive >, écrite avec les quantificateurs, est

Ve eR, f(z)>0.

2. En utilisant la Proposition 1.2 des notes du cours,

V:z:eR,f(a:)ZO@(EIa:eR|f(a:)20)@(3x6R|f(x)<0),

donc la négation de < f est positive > est < f est strictement négative en au moins un point >.
3. Toutes les fonctions f de R dans R vérifient I'assertion <« Va € R, (f(z) <0V f(x) > 0) >.
4. Les fonctions positives et les fonctions négatives sont les seules a vérifier Iassertion < (Vz €
R, f(z) <0) Vv (Vz €R, f(z) >0) >.

Exercice 6. Soient a et b deux entiers naturels. On suppose que :
FzeN|a=bzr)N Bz eN|b=ax).

Montrer que a = b. On pourra commencer par traiter le cas ot a > 0.
Indication : on pourra traduire I’énoncé en francais.

Solution. Soient a et b deux entiers naturels. En traduisant I’hypothese
Gz eN|a=br)ANFBz eN|b=ax)

en francais, on obtient que b divise a et a divise b. Si I’on se souvient que la relation de divisibilité
est antisymétrique, on a fini. Sinon, on a simplement a le démontrer.

Donc, on considere, par '’hypothese, n € N tel que a = bn et m € N tel que b = am. En
substituant la deuxiéme égalité dans la premiere, on a

a = amn,

donc a = 0 ou mn = 1. Si on est dans le premier cas, on conclut que a = 0 = b et on a fini.
Sinon, par le fait que m,n € N et mn = 1, on doit avoir m = n = 1, donc encore une fois on
arrive a a = b.

Exercice 7. Nier la proposition : < Tous les habitants d’Orsay qui ont les yeux bleus gagneront
au loto et prendront leur retraite avant 50 ans .

Indication : on pourra traduire I’énoncé en langage formel avec des quantificateurs, puis en
déduire la négation.
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Solution. On commence en traduisant la proposition en langage formel. En appelant
O = {habitants d’Orsay},

B = {z a les yeux bleus},
L = {gagnants au loto}

et
= {retraités avant 50 ans},

elle correspond a

VeeO,(xeB)=[(xe L) (zx € R).

En utilisant la Proposition 1.2, la Proposition 1.4 des notes du cours et les regles de De Morgan
(Théoreme 1.3 des notes du cours),

VicO,@eB) = zel)hzeR)|e (3zc0|@eB) = [zel)A (mER)])

= (

(3:CGO| (xeB)A[(xeL)A ZL‘ER)

(3m€0|m€B [:CGL :L’GR])
(x ¢ L)V (z ¢ R)).

En revenant au francgais, on obtient < Il y a au moins un habitant d’Orsay qui a les yeux bleus
mais qui ne gagnera pas au loto ou qui ne prendra pas sa retraite avant 50 ans .

< (FzxeO|(xeB)AN|

Exercice 8. Soient A et B deux sous-ensembles de R. On considere 1’assertion suivante :
(AnNB=AUB)= (A=1B).

1. Montrer cette assertion a 'aide d’un raisonnement direct.

2. Montrer cette assertion par contraposée.

Solution. Soient A et B deux sous-ensembles de R.
1. On commence en montrant que A C B. Cela veut dire que

Ve A x € B.

Donc, on prend z € A. Par définition de la réunion, x € AU B. Donc, par ’hypotheése (AN B =
AUB), z € An B. Alors, par définition de 'intersection, x € B. En résumé, A C B. En
échangeant A et B dans le raisonnement précédent, on obtient B C A aussi, donc A = B.

2. Tout d’abord, on suppose que A # B. On peut distinguer deux cas : si A C B, alors il existe
un x € B tel que z ¢ A. Ainsi, t € AUB et ¢ AN B, ce qui veut dire AU B # AN B. Dans
le cas contraire, il existe un = € A tel que x ¢ B et on arrive au méme raisonnement.

Exercice 9. A I'aide d’un raisonnement par I’absurde, démontrer que ’équation 92° — 12z +
6z — 5 = 0 n’a pas de solution entiere.

Solution. On suppose, par ’absurde, qu’il existe n € Z tel que

9n® —12n* +6n—5=0.
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En se souvenant du Théoreme des racines rationnelles, n doit étre un diviseur de 5, donc n €
{=5,—1,1,5}. Mais, dans ces cas

9n® — 12n* + 6n — 5 # 0,

ce qui est absurde.

IT - Ordre naturel sur R

2x
e |—1,1].
Indication : on pourra se ramener a deux inégalités et les traiter séparément.

Exercice 10 (x). Montrer que : Vz € R,

Solution. Soit £ € R. En suivant l'indication, on doit seulement vérifier que 1’ensemble des

solutions du systeme
2x

1+ 22
z

14 22

est R. La premiere inéquation est équivalente a

v

_]_’

<1

24+ 2r+1
1+22 —

qui est toujours vérifiée pour z € R. La deuxieéme est équivalente a

2

- —2x+1

S N |}
1+22 =

toujours vérifiée pour z € R aussi. Donc on peut conclure que

2x
R, —— -1, 1}.
vxe,1+m2€[,]

Exercice 11. Soient z,y € [1,4o00[. Montrer que :

2
+

<Vaxy < xQﬂ

8] =
< =

La quantité L;y est appelée moyenne arithmétique, la quantité ,/xry moyenne géométrique, la

quantité % moyenne harmonique.

Yy
Indication : on pourra traiter les deux inégalités séparément.

Solution. On voit deux méthodes différentes pour faire cet exercice.
Méthode 1 (utilisation d’une inégalité remarquable) Soient z,y € [1,+oo[. L’inégalité
2

est vraie. Elle est équivalente a

(1) r+y—2yxy >0,
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qui est équivalente a

En outre, (1) est équivalente a
2,/
Y
Tty

En multipliant des deux cotés par /Ty, on arrive a

2xy

<y

rT+y
et, maintenant, on a seulement a noter que

20y 2
r+y L4

8=
< =

Méthode 2 (force brute) Soient z,y € [1, +oo[. En suivant l'indication, la chaine d’inéquation
est équivalente au systeme

qui se réduit a

qui est équivalente, apres un peu de calculs, a

_<xy>2<()
x+y) — 7

toujours vraie pour z,y € [1,4o00[. La deuxieme inéquation est équivalente au systeme

zy >0,
r+y >0,

2
ry < XU

qui se réduit a
< 2?2 + 2zy + y?

qui est équivalente a

toujours vraie pour x,y € [1,+00[ aussi.

Exercice 12 (x). Soient a,b,c € R tels que a < b et ¢ > 0. Peut-on en déduire ac < be?

Solution. Soient a,b,c € R tels que a <bet ¢ > 0. Sia=2,b=3et ¢c =0, on aurait ac = bc,
donc avec les hypothese données on ne peut pas déduire ac < be.
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Exercice 13. Soient a,b,c,d € R tels que 0 < a < b et d < ¢ < 0. Peut-on en déduire une
inégalité entre ac et bd? Entre ad et bc? On pourra commencer par écrire une inégalité entre
—cet —d.

Indications : pour la premiere partie de la question, on pourra écrire que 0 < —c¢ < —d. Pour la
deuxieme partie, on pourra essayer de voir ce qui se passe sur des exemples.

Solution. Soient a,b,c,d € R tels que 0 < a < bet d < ¢ < 0. En suivant I'indication, on part de
0 < —c < —d. En particulier —c¢ < —d et, en multipliant des deux cotés par b, on a —bc < —bd.
Maintenant, en multipliant les deux cotés de a < b par —c > 0 1 on arrive & —ac < —be. Au
final, —ac < —be < —bd, donc bd < ac.

Pour la deuxieme inégalité, si on fait le choixa =1,b=2,c=—-letd=—-3,onaad = -3 <
—2 = be, mais si on fait le choix a = 0,b =2,c = —-1letd=—-3,onaad =0> —2 = bc. En
résumé, on ne peut pas déduire d’inégalité entre ad et bc a partir des seules hypotheses données.

Exercice 14.
1. Soient a,b et c trois réels tels que a < b < c.
(a) Représenter sur un dessin le cas ot a < bet b < c.
(b) Montrer que si a = c alors a = b = c.
(c) Dans la question 1(b), on a montré I’assertion suivante : (a = ¢) = (a = b = ¢).
Donner la contraposée de cette assertion.
(d) En déduire que si a < bou b < c alors a < c.
2. Soit n € N* et soient a1, ao,...,a, des réels tels que a1 < ag < --- < ay,.
(a) Montrer que si n = 3 et si a; = as, alors a; = ag = as.
(b) Montrer que si a; = ay, alors a1 = ay =+ = ay.
(c) Montrer que s’il existe i € N tel que 1 <i <n—1 et tel que a; < a;41, alors a1 < ay,.
Indications : pour la question 1(c), on pourra remarquer que (a = b = ¢) < (a = b) A (b = ¢).
Pour la question 2(c), on pourra utiliser la contraposée.

Solution.
Soient a, b et c trois réels tels que a < b < c.
1(a). Le cas ot a < b et b < ¢ présente deux possibilités différentes : si a # b

a b c

ou, si a = b,

a=1» c

1(b). Sia=c,onac<b<c¢ doncb=ceton conclut que a =b=c.
1(c). La contraposée est

(a=b=c)= (a=c).

En utilisant I'indication et les regles de De Morgan,

(a=b=c)e(a=bAb=c)e (a#b)V(b#c),

1. On peut le faire parce que, en général, pour tous z,y,z2 € R, si 2 > 0,on a z < y = rz < yz. En effet,

r<ysy—z>0=z(y—2z)>0& 2z <yz.
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donc

et
(a<c) (a#0),

donc, en remplagant dans la contraposée obtenue en 1(c),
((a<b)Vv(b<e)=(a<c)

et on a fini parce que l'assertion trouvée est exactement 1’écriture en langage formel de « si
a<boub<calorsa<cs>.

Soit n € N* et soient a1, ao,...,a, des réels tels que a1 < as < -+ < ay,.
2(a). C’est une conséquence directe du 1(b) en prenant a = a1,b = ag et ¢ = as.
b). Soit a; avec ¢ = 1,...,n. On doit démontrer que pour tout ¢ = 1,...,n, a; = a,. On a
1 <a; <aypour tout i =1,...,n. Alors, a, < a; < a,, donc a; = a, pour tout i =1,...,n.

2(
a
2(c). En prenant i tel que 1 < i < n —1 et tel que a; < a;41, on a a; < a; et a;41 < a,. En
utilisant 1(d), on déduit que a1 < a;4+1. En utilisant une seconde fois 1(d), on arrive a a1 < ay,.

Exercice 15 (x). Résoudre les inéquations suivantes :

97 3 > 1pour z € R\ {3}.
5 1 S 1
-3 3x-2
3. Vdz? —1 <22+ 1 pour z €] — 00, —3] U [3, +00].
Indications : pour les questions 1 et 2, on pourra se ramener a 1’étude du signe d’une fraction.
Pour la question 3 : est-ce que x peut étre solution si z < —% ?

1.

pour z € R\ {2,3}.

Solution.
1. Soit # € R\ {2}. L’inéquation est équivalente a

1—=z
2z — 3

> 0.

On peut donc étudier le signe de cette fraction-la. En appelant N le numérateur et D le
dénominateur,

N>0:1—-x>0=—-—=12>-1=>z<1,
D>0:2r-3>0=2r>3=2>3.

En résumé,

3

1 3

i i x
N>0 + - -
D>0 - - +
N
=>0 - + -
D
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donc z € ]1,%[.
2. Soit z € R\ {2, 3}. L’inéquation est équivalente a

2x +1

@3Bz —2)

On peut donc étudier le signe de cette fraction-la. En appelant N le numérateur et D le
dénominateur,

N>0:2x+1>0=2>—3,
D>0:(z—3)(3z-2)>0=2<23Va>3

En résumé,

1 2

—32 3 3

i i I T
N>0 - + + +
D>0 + + ~ +
N
>0 - + - +
D

donc z € |—%,2[U]3, +o0].
3. Soit = €] — 00, —3] U [4, +-00[. L'inéquation est équivalente &

1 1

422 — 1 < 422 + 1 + 4x.

Le tableau de lignes associé est

_1 1
= : @
(- ——e —
(1 : —
(I11) o E =

donc z € [%, —i—oo[.

IIT - Majorants, minorants

Exercice 16 (x). Soit A une partie de R majorée par 1 et soit B une partie de R majorée par
2.

1. Montrer que A U B est majoré par 2.
2. Montrer que A N B est majoré par 1.

Indication : on pourra utiliser les définitions quantifiées de partie majorée et partie minorée.
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Solution. Soit A une partie de R majorée par 1 et soit B une partie de R majorée par 2. Tout
d’abord, pour définition,
Va€e A a<l1,

Vbe B,b<2.

1. Pour tout ce AUB,ce Aouce B.Sice A, ¢c<1<2,sice B, c<2. Donc, ¢c<2.
2. Pour tout ce ANB, ce Aet ce B. Donc,

qui correspond a ¢ < 1.

Exercice 17.
1. Ecrire une assertion exprimant qu’une partie A de R n’est pas majorée.
2. Montrer que R n’est pas majoré.

Indication : pour la question 1, on pourra nier la définition de partie majorée.

Solution.
1. Soit A C R. On commence en écrivant I’assertion <A est majorée> en langage formel, qui est

JreR|Vae Aa<ux.

Sa négation est

dJreR|VaceAa<ze (VzeR,JacA|la>z).

2. On a simplement a utiliser I’assertion précédente avec A = R : en effet, pour tout = € R, il
existe x +1 € R tel que z + 1 > x.

Exercice 18 (x). Soit A une partie de R.
1. Ecrire une assertion énoncant que A possede un plus grand élément.
2. En déduire une assertion énoncant que A ne possede pas de plus grand élément.

3. Donner un exemple de partie majorée de R qui ne possede pas de plus grand élément.

Solution. Soit A une partie de R.
1. L’assertion <A posséde un plus grand élément> peut étre obtenue en modifiant ’assertion
<A est majorée>, en autres mots

JreA|Vae Aa<uz.

2. L’assertion <A ne possede pas de plus grand élément> peut étre obtenue en modifiant ’as-
sertion <A n’est pas majorée>, en autres mots

Vee A, Jae Ala> .
3. On peut considere, par exemple, [0, 1[. En effet, cette partie est majorée, parce que
Vae[0,1[,a < 1.
Au contraire, elle n’a pas de plus grand élément,

1
Vo e[0,1],3a = ;$€[0,1[|a>:1:.

10
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Exercice 19 (x). On considére I'ensemble 4 = {1+ 1 | n € N*}. Montrer que A est une partie
bornée de R.

Solution. Soit A = {1 + % | n € N*}. On doit montrer que A est majorée et minorée. Tout
d’abord, pour tout n € N*, n > 1, donc % < 1. Avec ¢a, on peut dire que

Yae A a <2,

donc A est majorée.
Au contraire, pour tout n € N*, % > 0, donc

Ya€e Aa>1,

qui veut dire que A est minorée.

IV - Valeur absolue

Exercice 20 (x). Soient a,b deux nombres réels. On suppose que la distance entre a et le réel 2

1
est inférieure ou égale a 100 et que la distance entre b et le réel 3 est inférieure ou égale a T0o"

1. Représenter sur une droite les régions ou a et b doivent se situer.
2. Montrer que la distance entre a et b est comprise entre 0,98 et 1,02.

3. Estimer la distance entre ab et 6.

Solution. Soient a,b deux nombres réels. Tout d’abord, si on suppose que la distance entre a

1
et le réel 2 est inférieure ou égale a 100 et que la distance entre b et le réel 3 est inférieure ou

1
égale & ——, on peut dire que

100
1 1
-2l < — b—3| < —.
@ =2 < 755 =3 < 750
1.
Région de a Région de b
| | | | | | >
[ J [ [ I [ "
2-3s 2 2+4%5 3-13% 3 3+

2. Tout d’abord, en utilisant I'inégalité triangulaire (Proposition 1.10, 4 des notes du cours)
b—al=[(b-3)+3—-(a—2)=2[=[00-3)—(a=2) -1 <|p=3|+[-(a—2) 1] =

1 1
=b—-3 -2)+1|<[b-3 —2l+1<—+—+1=1,02.
b=31+ =2+ 1/ < b-3]+|a—2+1< 1o+ o +1=1,

A Ienvers, en utilisant 'inégalité triangulaire inverse (Proposition 1.10, 5 des notes du cours)
et I'inégalité triangulaire (Proposition 1.10, 4 des notes du cours),

b—al=1—-(b=-3)—(@=2)[=[1[-[b-3)—(a=2)[=1—|p-3[-fa—2] >
1 1

>1————=0,98.
- 100 100 ’

11
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3. En utilisant 'inégalité triangulaire (Proposition 1.10, 4 des notes du cours),

1 3 2
—abl = I(a —2)(b— —N+20-3) < —— + — 4 = = 1.
6= abl = |(a = 2)(b— 3) +3(a — 2) +2(b — 3)| < oo + 105 + 105 = 0,050

Exercice 21. Résoudre les équations suivantes pour x € R :
1. 224 3| =5 (x);
2. jz—1=|z+2/+1(%);
3. |3z —3| — |6z +6]+15=0.

Indication : on pourra distinguer plusieurs cas selon I'intervalle auquel appartient le nombre réel
x.

Solution.
1. On voit deux méthodes différentes pour faire cet exercice.

Méthode 1 (force brute) Soit x € R. En utilisant la définition de la valeur absolue,
I’équation est équivalente &

20 4+3 >0, y 2z 4+3 <0,
2x 4+ 3 =5, —2xr—3=>5.

En faisant des manipulations algébriques, on arrive a

x> -3 r< =3
=72y 2
=1, r=—4

et on conclut que x = -4V =1.

Méthode 2 (Rapide. Je suis rapide.) 2 Soit € R. L’équation est équivalente &
2c +3=5V2r+3=-5,

donconaz=—-4Vzx=1.
2. On voit deux méthodes différentes pour faire cet exercice.

Méthode 1 (force brute) Soit x € R. En utilisant la définition de la valeur absolue,
I’équation est équivalente a

r—12>0, y r—1<0,
r—1=|z+2[+1, —zr+1=|z+2/+1

En utilisant encore une fois la définition de la valeur absolue,

z—12>0, z—12>0,

z+2 >0, \Y, r+2 <0, Vv
r—1=z+2+1, r—1=—-2—-2+41,

r—1<0, r—1<0,

x+2 >0, Vv x4+ 2 <0,

—r+1l=x+2+1, —r+1l=—-2-241.

2. Cf. Flash McQueen.

12
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En faisant de manipulations algébriques, on arrive a

z>1, z>1, T <1, T <1,

x> =2, V x < —2, \ x> =2, \ T < =2,

Az e R, x =0, x=-—1, FzeR
et on conclut que x = —1.

Méthode 2 (Rapide. Je suis rapide.) Soit x € R. Tout d’abord, on fait une subdivision
du droite réelle, en écrivant le tableau avec les signes de z — 1 et = + 2,

-2 1
J J x

-1 — -

x+2 — +

En utilisant la subdivision obtenue, ’équation est équivalente a

r < =2, v —2<z<Ll, v x>1,
—r+1l=—-2—-241, —rz+1l=x+2+1, r—1=z+2+41,

donc on a z = —1.
3. Soit « € R. Remarquons d’abord que |3z — 3| = 3|z — 1| et |6z + 6] = 6|x + 1|. L’équation est
donc équivalente a
|z — 1] = 2|z + 1| +5=0.
On voit deux méthodes différentes pour faire cet exercice.

Méthode 1 (force brute) En utilisant la définition de la valeur absolue, I’équation est
équivalente a

z—12>0, v x—1<0,
r—1=-2)z+1]4+5=0, —z+1-2lz+1/+5=0.

En utilisant encore une fois la définition de la valeur absolue,

r—12>0, x—12>0,

z4+1>0, v r4+1<0, v
r—1-2(z+1)+5=0, xr—1-2(—x—1)4+5=0,
r—1<0, r—1<0,

2 +1>0, v z4+1<0,
—x+1-2(z+1)+5=0, —x+1-2(—z—-1)+5=0.

En faisant des manipulations algébriques, on arrive a

x> 1, x> 1, <1, z <1,
x> -1, \Y, r < —1, \Y x> -1, \ r < —1,
=2, T = -2, r=1, r = —8,
et on conclut que r = -8V x = 2.

Méthode 2 (Rapide. Je suis rapide.) Tout d’abord, on fait une subdivision de la droite
réelle, en écrivant le tableau avec les signes de x — 1 et x + 1,

13
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-1 1
f } x
r—1 - -
z+1 - +
En utilisant la subdivision obtenue, ’équation est équivalente a
z < -1, y -l<z <1, v
—(x—=1)=2(—(z+1)+5=0, —(x—=1)=2(z+1)+5=0,

x> 1,
(x—1)—2(z+1)+5=0,

donconax=-8Vax=2.

Exercice 22. Résoudre I'inéquation suivante pour x € R :
2% — 22| < 2z + 5.

Indication : on pourra distinguer plusieurs cas selon I'intervalle auquel appartient le nombre réel
x.

Solution. Soit x € R. L’inéquation est équivalente a

2 —2x >0, y x? — 22 <0,

22 — 22 < 2x 45, —(2% — 2x) <22 +5.
En faisant des manipulations algébriques, on arrive a

r<0Vz>2, v 0<ax<?2,
22 —4x —5<0, —22-5<0,

ce qui donne
r<0Vax>2, v O<z <2,
-1 <z <5, VzelR.

En faisant le tableau de lignes,

= 0 2 5
r<0Ve>2--—m———@ PY }
—l1<z<5 ® ®
0<z<2 ®, O

zER-- -

14
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donc on a = € [—1,5].

Exercice 23 (x).

b -b
1. (a) Démontrer que Va,b € R, on a : |a—2|— | + |a2 | < |a| + |b|.

(b) Démontrer que Vz,y € R,on a: |z|+ y| < |z +y|+ |z — y|.
2. Démontrer que Vz,y € R,ona: 1+|zy—1| < (14| —1])(1+ |y —1|). On pourra essayer
de reformuler I'inégalité comme cela a été fait dans la question 1.
Indications : pour la question 1(a), on pourra utiliser deux fois I'inégalité triangulaire. Pour la
question 1(b), on pourra utiliser la question 1(a) en posant a = x +y et b = x — y. Pour la
question 2, on pourra poser ' =z — 1l ety =y — 1.

Solution.
1. Soient a,b € R. Pour quel qui concerne le point (a), on peut utiliser I'inégalité triangulaire
(Proposition 1.10, 4 des notes du cours), en obtenant

+b —b +10 + =0  2la] +2]b
o+ Ja—b _ o[+ o]  |al+[=b] _ 2Jaf +2/b]
2 2 2 2 2

= |a| + [b].

En passant au point (b), soient x,y € R. On peut utiliser le résultat du point (a) avec a =z +y
et b = x — y, en obtenant

lzty+tz—yl |lr+y—x+y
2 + 2

<lz+yl+ |z -yl

donc
lz] + ly| < |z +y|+ |z -yl

2. Soient x,y € R. En considérant le remplacement indiqué, pour 2/, vy’ € R, en utilisant I’inégalité
triangulaire (Proposition 1.10, 4 des notes du cours),

I+ |oy =1 =1+ 2"y + 2 +o| <1+ |2y |+ 2|+ || =
=1+ 2 NA+ ) =0+ |z = 1)1+ |y —1]).

Exercice 24. Soient z,y € R. Montrer : \/|z —y| > |\/]z| — /|yl]-
Indication : on pourra démontrer I'inégalité (v/|z — y[)2 > (|]v/|z| — v/|y||)? en remarquant que
W]zl — /1yl < /x| + /]y| et en utilisant une identité remarquable.

Solution. Soient z,y € R. Tout d’abord, I'inégalité est équivalente a

o=yl > (Viel - Viol)

Pour démontrer ¢a, on part en utilisant 'inégalité triangulaire inverse (Proposition 1.10, 5 des
notes du cours),

=9l = llal = lyll = | VIl = VIl | = [Vl = VIl| (VI + Vi)

En appliquant 'indication,

o~ l > [VET~ V||Vl - Vl| = (VT - Vi)

et c’est fini.
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V - Intervalles

Exercice 25 (*).
1. Ecrire sous forme d’intervalle 'ensemble E = {z € R | 2% < 4}.
2. Ecrire comme une union d’intervalles 'ensemble E = {r eR |22 >4}.

Indication : on pourra faire un dessin.

Solution. En faisant un dessin,

1. E=[-2,2].
2. F =]—00,—2] U[2, +00].

Exercice 26 (). Soient a,b € R tels que a < b. On pose € = b_T“ et on considere les intervalles
I,=[a—¢€a+¢€] et I, =[b—eb+ €]. Que peut-on dire de I, N I ? Le démontrer.

Indication : on pourra faire un dessin.

Solution. Soient a,b € R tels que a < b. On pose € = I’_Ta et on considere les intervalles
Io=]a—e€a+¢€| et I, =[b—e b+ €. Tout d’abord, le dessin est

1, Iy

L 4 o @ L L 4 4
a b

a—¢€ a-+e b—e b+e

En particulier, on peut conjecturer que I, N I, = (). Pour démontrer on peut simplement

observer que max I, = ZaTer < %zb = min [.

Exercice 27. Soient a,b € R.
1. En utilisant le dessin, donner des expressions de max(a,b) et de min(a, b) & laide de aT*'b
ot bdl
2

|b— al |b— al

2. Démontrer ces formules.
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Solution. Soient a,b € R.
1. Les formules qui on peut conjecturer sont

b b— b b—
max(a,b) = % + |2a’ min(a,b) = a—2i— - |2a|‘
2. On part avec la premiere formule. Si a < b, max(a,b) = b et “Tb + ‘bga‘ = “Tb + b_T“ =b.
Sinon, donc b < a, max(a,b) = a et ‘%‘b + @ = aT‘H’lj— ‘]% =a.
—al __ a+b

Pour la deuxiéme, si a < b, min(a, b) = a et “T‘H’ -

min(a,b):bet%ﬂ’—@:‘%b—%:b.

Exercice 28. Soient I, J deux intervalles de R contenant 0. Démontrer que la réunion I U J est
un intervalle.
Indication : on pourra faire un dessin.

Solution. Soient I,J deux intervalles de R contenant 0. On commence en faisant un dessin
d’exemple.

1 0 J
®

Pour démontrer que IU.J est un intervalle, on peut utiliser la Proposition 1.12 des notes du cours.
On prend z,y € TUJ tels que = < y et on consideére z € [x,y]. Six,y € I, alors [x,y] C I C TUJ.
Méme si x,y € J. Siz € I,y € J, alors [z,y] = [¢,0] U [0,y] C I UJ parce que [z,0] C I et
[0,y] C J. En échangeant = avec y on obtient aussi le cas y < z.

Exercice 29. Soient [ et J deux intervalles de R. On suppose que I UJ n’est pas un intervalle.
Le but de ’exercice est de démontrer que I N J = ().

1. Montrer qu'il existe a,b € TUJ et x € R\ (I U J) tels que a < z < b.
On suppose que a € I.

2. Montrer que b € J.

3. Montrer que Vad’' € I,a’ < x.

4. Montrer de méme que V' € J, b > x.

5. En déduire que Vd' € I,VV € J,a' <2z <V et donc que I NJ = 0.

Solution. Soient I et J deux intervalles de R tels que I U J n’est pas un intervalle.
1. Tout d’abord, on commence en écrivant en langage formel que I U J n’est pas un intervalle.
La négation de I'assertion contenue dans la Proposition 1.12 est

Va,be TUJ,[a,b] CTUJ < (3a,be TUJ,[a,b] ¢ TUJ)
& (Fa,belUJ, Iz e R\(IUJ)|a<z<b),

donc, par hypothese, il existe a,b € TUJ et x € R\ (I UJ) tels que a < z < b.

On suppose que a € I.

2. On suppose, par 'absurde, que b ¢ J. Puisque b € I U J, alors b € I. On en déduit que
[a,b] C I, parce que I est un intervalle. Alors x € I C I U J, en contradiction avec le point
précédent.

3. On suppose, par absurde, qu’il existe a’ € I tel que @’ > x. Mais ¢ I, donc o’ > z. En
particulier, « € Ja,d’[ C [a,a’] C I, parce que I est un intervalle, en contradiction avec = ¢ I.
4. On suppose, par Pabsurde, qu’il existe &’ € J tel que v/ < x. Mais z ¢ J, donc V' < x. En
particulier, z € |b',b] C [V/,b] C J, parce que J est un intervalle, en contradiction avec x ¢ J.
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5. En combinant les points 3 e 4, on obtient que
Va e ILVY € J,d <z < V.

Si, par I'absurde, I NJ # (), alors il existe z € I N J. Alors z < x < z, qui est absurde.
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